Korelacje nieparametryczne
Zadanie 1
Skorzystaj z opcji Korelacje (Spearmana, tau Kendalla, gamma) dostgpnej w oknie
Statystki nieparametryczne
Ocen za pomoca wspdlczynnika Spearmana wspdtzaleznos¢ migdzy opiniami
(postawionymi w punktach) wydanymi przez 2 lekarzy o zdrowiu 10 pacjentéw. Dlaczego
nie mozemy zastosowac wspotczynnika Pearsona?

63 d?
_ i=1

T n(n*-1)

gdzie:
di — réznice migdzy rangami.

Zadanie 2

Badano zwiazek migdzy czasem leczenia chorych na zaburzenia ukiadu krazenia, a
aktywnos$cia pewnego enzymu w organizmie chorych. Czy korelacja aktywnosci enzymu
wzglgdem czasu leczenia jest istotna na poziomie istotnosci 0.057 Ocen na wykresie
rozrzutu czy wystgpuja skrajne wartosci. Jezeli wystgpuja to dokonaj ponownych obliczen
po odrzuceniu wartosci skrajnych. Napisz rdwnanie regresji. Sprawdz jak wyglada badana
zalezno$¢ w podgrupach kobiety, mgzczyzZni.

Analiza regresji prostej

Zagadnienia:

. Klasyczny model regresji liniowe;j
. Metoda najmniejszych kwadratow
. Zatozenia regresji proste;j

[ ]

Analiza regresji prostej w programie Statistica

Klasyczny model regresji liniowej

Przyjmijmy, ze zbiorowos$¢ jest badana ze wzgledu na dwie zmienne X i Y. Narzgdziem
badania mechanizmu powiazan miedzy tymi zmiennymi jest funkcja regresji. Funkcja
regresji to funkcja matematyczna o okres$lonej postaci (w tym przypadku jest to funkcja
liniowa), ktéra jest przyblizeniem faktycznej zaleznosci migdzy zmiennymi. Szukana
zmienna Y jest tradycyjnie nazywana zmiennq objasniang, lub zaleznq. Zmienna X nazywa
si¢ zmiennq objasniajqcq lub niezalezng. Jezeli powigzanie ma posta¢ liniowa to oznacza
to, ze jednakowym przyrostom zmiennej niezaleznej odpowiadaja jednakowe (co do
kierunku i sity) zmiany zmiennej zaleznej. Model regresji liniowej mozemy zapisaé
nastepujaco:

Y=E(YIX =x)=f,+f,x +¢ (1)

E(Y | X=x)-warto$¢ zmiennej Y oczekiwana przy warunku, ze zmienna przyjmuje warto$¢
X
e- sktadnik losowy, wyraza wptyw wszystkich czynnikéw, ktére obok X moga wptywac na
Y
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Bo, B1 szacujemy na podstawie n —elementowej préby, sktadajacej si¢ z par obserwacji (x;,
yi) dlai=1,2...,n. Oszacowana funkcja regresji przyjmuje postac

y,=b,+b,x,+e, =}, +e, )
i=1,2,...,n-kolejny numer obserwacji,
e, =y, — Y, - tzw. reszty

Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK)

MNK polega na oszacowaniu parametrow funkcji (1) tak aby suma kwadratéw reszt,
opisujaca rozbiezno$¢ migdzy wartoSciami empirycznymi zmiennej zaleznej, a jej
warto$ciami teoretycznymi osiagneta minimum:

Wyrazenie Z(yi -y, )= Z(yi —b,x, —b, )’ ma osiagna¢ minimum

i=1 i=l

yi - warto$ci empiryczne zmiennej Y
¥, - wartosci teoretyczne wyznaczone z (2)

bo 1 b; sa wspdlczynnikami regresji. by to wyraz wolny (intercept) réwnania regresji, b;
nazywany jest ocena wspoiczynnika regresji liniowej (slope), méwi on o ile jednostek
srednio wzro$nie lub zmaleje warto$¢ zmiennej zaleznej, gdy warto$¢ zmiennej niezaleznej
zmieni si¢ o jedna jednostke.

Uzyskane metoda MNK oceny by i b; (estymatory MNK) maja posta¢ opisana wzorami:

S (x,-F)(y,~F)
b=+ ;b

> (x,-%)’

X,y - wartos$ci $rednie odpowiednio X, Y

[
<|
|
~
=|

Zalozenia regresji prostej
Estymatory otrzymane MNK powinny by¢ efektywne i nieobciazone, w tym celu musza
by¢ spetnione nastgpujace warunki
1. Model jest liniowy wzgledem parametréw y, = 3, + B, x;
W tym celu rozpoczynamy analizg regresji od przestudiowania pod katem liniowosci
wykres rozrzutu
2. Liczba obserwacji n musi by¢ wigksza lub rowna liczbie oszacowanych parametréw
bp1b; tj. n>2
Im wigksza liczba obserwacji tym wigksza precyzja oszacowania parametrow
3. Sktadnik losowy e; ma warto$¢ oczekiwang réwna 0 dla wszystkich i =1,2,...,n
Tzn. czynniki nieuwzglednione w modelu nie oddziatuja w istotny sposéb na Srednig
warto$§¢ zmiennej Y, w przeciwnym wypadku parametry obarczone sa biedem
systematycznym
4. Wariancja reszt jest taka sama dla wszystkich obserwacji (homoscedastycznosc).
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Tzn. czynniki nie ujgte w modelu maja taka sama zmienno$¢ (rozrzut) niezaleznie od
numeru obserwacji

5. Reszty sa nieskorelowane, czyli e; oraz e; sq od siebie niezalezne dla wszystkich par i
ij, gdzie i, j = 1,2..,n oraz i#j
Jezeli obserwowana wielko$¢ zmiennej zaleznej w momencie t silnie zalezy od
wielkoSci w momentach wczesniejszych to mozemy mie¢ do czynienia z
autokorelacja reszt

6. Reszty maja rozktad normalny

Dane do zadan zaczerpnigto z ksiazki Adama Stanisza Przystgpny kurs statystki z
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Analizy regresji w pakiecie Statistica
Zadanie 3

W pliku zebrano dane dot. wieku i wzrostu 16-osobowej grupy dzieci. Wczytaj dane do
pakietu Statistica. Z Menu Statystyka wybierz opcje Regresja Wieloraka. Zaznacz opcjg
Przegladaj statystyki opisowe, macierz korelacji (rysl).

B& Multi ple Linear Regression: Przyktad 1.2a.sta! g|

Quick  Advanced l

g Wariables
Dependent:  WZROST
Independent: *WIEK
Input file: |F|aw Data j B Review Descriptive Statistics: Przykiad 1.2a.sta ! E|
SELECT
o - _ | &) ul
I d-aptiorrsfrtepmwie-ortide ——ML fs = — missing data were casewise deleted
v Review descriptive statistice, comelation matris B e
1% cases were processed
I Extended precizion computations 1€ valid cases accepted
™ Batch processing/reporting {+ o
r k Quick  Advanced ] b atrix I
MO deletion
e = + Cazewize m‘Means&standald deviatinns| Box & whisker plot | Eancel
" Paimise ﬁ T | Malig gl of corelations | | [ Options ~ |
£ Mean ﬁ ) ;S/N
. . i
Ses slso the General Regression Modsls (GRM) module. substitution 1 vk | anl !
1

Rys. 1 Okno z opcjami statystyk opisowych

a) policz $rednie i odchylenia standardowe

b) wykresl macierzowy wykres rozrzytu (opcjd macierzowy wykres korelacji). Uwaga
MNK jest bardzo czuta na obserwacje odstajace , sprawdz czy wystepuja.

c) dokonaj oceny parametrow modelu| by i b; (w tym celu odznacz opcj¢ Przegladaj
statystyki opisowe, macierz korelacji) i nacisnij OK, a nastgpnie wybierz
Podsumowanie: wyniki regresji

Wzrost =b; Wiek+bg

Zapisz uzyskana posta¢ modelu i zinterpretuj go.

d) ile wynosi btad standardowy estymacji S.?

e) jakim btedem obarczone sa wyliczone wsp6lczynniki regresji b i by (Sbg, Sby)?
¢) na podstawie wspoétczynnika determinacji R’ ocen dopasowanie modelu.

DYV =25V e
i=1 i=1 =1

ST T—

Calkowita suma Wyjasniona suma Resztowa suma
kwadratéw (CSK) kwadratéw (WSK) kwadratéw (RSK)
opisuje zmienno$¢ zmienno$¢
wyjasniong przez niewyjasniona przez
model model
R = WSK
CSK

CSK, WSK, RSK mozesz odczyta¢ z arkusza analizy wariancji ANOVA (Wyniki regresji
wielorakiej zaktadka Zaawansowane).

4
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Uzupetnij zdanie
Model wyjasnia .....% zaobserwowanej zmiennosci.

d) Ile wynosi znormalizowany wspdtczynnik regresji Beta? Zinterpretuj uzyskany wynik.
Wspétczynniki regresji nie mozemy poréwnywac ze wzgledu na rézne miary, dlatego
wprowadzono znormalizowane parametry rownania regresji (przez odjecie S$redniej
arytmetycznej i podzielenie przez odchylenie standardowe). Wyraz wolny réwna si¢ 0.

W programie Statistica znormalizowane wspdtczynniki regresji nazywaja si¢ Beta i ich
interpretacja jest nastgpujaca: zmiana zmiennej niezaleznej o jedno odchylenie standardowe
powoduje wzrost warto$ci zmiennej zaleznej o Beta jej odchylenia standardowego. Zaleta
jest niezaleznos$¢ od jednostek miary zmiennej X.

e) ocen istotno$¢ parametréw modelu (test t w arkuszu wynikéw Podsumowanie regresji
zmiennej zaleznej)

f) Wykorzystujac zbudowany model wylicz prognoz¢ dla osoby majacej 14.5 roku. W tym
celu wybierz opcj¢ Predykcja zmiennej zaleznej na zakladce Reszty, Zalozenia,
Predykcja. Wprowadz warto$¢ 14.5 w oknie Okresl warto§¢ zmiennych niezaleznych.
Ile wynosi prognoza wzrostu i 95% granice ufnosci dla warunkowej wartosci oczekiwanej
wzrostu?.

Zadanie 4
Dla 30 pacjentéw zebrano informacje dotyczace wieku i ci$nienia skurczowego krwi. Czy

jest powigzanie miedzy ci$nieniem, a wiekiem. Przeprowadz analizg regresji prostej jak
powyzej.
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Analiza regresji wielorakiej

W badaniach medycznych i biologicznych obserwujemy zazwyczaj nie jedna (analiza
regresji prostej), a wiele cech i ich oddziatywanie na zmienna objasniang. Metoda, ktéra
stuzy do rozwiazywania takich zagadnien nazywa sig regresja wieloraka.
Zat6zmy, ze dysponujemy n obserwacjami zmiennych X;, Xp,...Xx, O ktérych
przypuszczamy, ze wywieraja wptyw na zmienna y. Liniowy model regresji wielorakiej
przyjmie postac:

Y=08+Bx +Bx,+..+Bx, +¢€
Bk — parametry modelu (wspétczynniki regresji),
e- sktadnik losowy,

Zalozenia regresji wielorakiej
Model jest liniowy wzgledem parametrow y, = B, + B,x,, + B,x,, +...+ B, x,,
dlai=1,2,.n
W tym celu rozpoczynamy analizg regresji od przestudiowania pod katem liniowosci
wykres rozrzutu
2. Liczba obserwacji n musi by¢ wigksza lub réwna liczbie oszacowanych parametréw
tj. n=>k+2
Im wigksza liczba obserwacji tym wigksza precyzja oszacowania parametrow
Zadna ze zmiennych niezaleznych nie jest kombinacja liniowa innych zmiennych
niezaleznych — zatozenie o braku wspotliniowosci
4. Sktadnik losowy e; ma warto$¢ oczekiwana réwna 0 dla wszystkich i =1,2,...,n
Tzn. czynniki nieuwzglednione w modelu nie oddziatujg w istotny sposdéb na $rednia
warto$§¢ zmiennej Y, w przeciwnym wypadku parametry obarczone sa btedem
systematycznym
Wariancja reszt jest taka sama dla wszystkich obserwacji (homoscedastycznos¢).
Tzn. czynniki nie uj¢te w modelu maja takq sama zmienno$¢ (rozrzut) niezaleznie od
numeru obserwacji
6. Reszty sa nieskorelowane, czyli €; oraz e; sa od siebie niezalezne dla wszystkich par i
ij, gdzie i, j = 1,2..,n oraz i#j
Jezeli obserwowana wielko$¢ zmiennej zaleznej w momencie t silnie zalezy od
wielkosci w momentach wczesniejszych to mozemy mie¢ do czynienia z
autokorelacja reszt
Reszty maja rozktad normalny

Zadanie 5

W grupie 12 dzieci zebrano dane dotyczace wieku, wzrostu (cale) i wagi (funty). Za

pomoca analizy regresji wielorakiej przeprowadz analiz¢ wplywu wieku i wzrostu na wagg.
Waga = 5, + B, Wiek + [,Wzrost +
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Analiza Reszt
Zagadnienia
e Metody weryfikacji zatozen analizy regresji
e Statystyka Durbin-Watsona
e Statystki zwiazane z resztami

Wigkszo$¢ zatozen analizy regresji dotyczy reszt. Reszta losowa jest to réznica migdzy
warto§ciami obserwowanymi a teoretycznymi zmiennej losowej Y. Poprawnie
skonstruowany model to taki, ktéry posiada pozadane wilasnosci reszt (patrz zatozenia
analizy regresji powyzej):

a) normalno$¢ rozktadu reszt

b) brak autokorelacji reszt

c) stato§¢ wariancji reszt

W programie Statistica zestaw statystyk i wykresow potrzebnych do analizy reszt jest
dostgpnych na karcie Reszty, zalozenia , predykcja w oknie Wyniki regresji wielorakiej
po nacisnigciu przycisku Wykonaj analize reszt (rys.2)

/] Multiple Regression Results: Zadanie 3.sta

Multiple Regzessicn Results

Dependent: WAGRR Multiple R =
2=

fo. of ca

Intercept: €.553048251 Std.

WIZE kbeta=.433

significant betas are highlighted)

Alpha for highlighting effects: .05 El

Quick. ] Advanced  Residuals/assumptions/prediction ] Cancel
. . Fredict values
Perfarm residual analyzis E Options ~
'?D Predict dependent variable |
Drescriptive statistics |

= Compute confidence limits Alpha:

" Compute prediction limits .05 E

Rys.2 Okno Wyniki regresji wielorakiej, karta Reszty, zalozenia , predykcja
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B& Residual Analysis: Zadanie 3.sta

Dependent: WARAR Multiple B : 213 F = 15.353Z25
RZ: 17 &805 df = Z, 3
Ho. of cases: 1Z gdjustced RE: -73105408 p = .00105%
Stenderd error of estimate: 4. 255324433
Intercept: £.553048251 Std.Error: 10.54483 t 3) = .55373

Duick] Advanced  Residuals lF’redicted] Scatterplatz CProbability plats Dutliers] Save
[k @ | Tupe of residual Cancel

+ Raw residuals " Deleted residuals
[B] Options

ESii Cazewize plat of reziduals

" Standard residuals " Cook's distances

Residuals vz. independent var. | " Mahalanobiz distances

@ Histagram of observed |

Rys.3 Okno Analiza reszt

a) Zacznijmy od zalozenia: reszty modelu majg rozklad normalny. Zalozenie jest istotne
do weryfikacji istotnosci otrzymanych parametréw modelu. Na karcie zatytulowanej
Wykresy prawdopodobienstwa w oknie Analiza reszt (rys 3) mozesz dokonaé
graficznego sprawdzenia normalno$ci (wykres normalnosci reszt). Jezeli reszty nie maja
rozktadu normalnego to punkty beda si¢ odchyla¢ od linii prostej. Wykres normalno$ci
reszt pozwala na wykrycie punktéw odstajacych. Mozesz tez wykre$li¢ histogram reszt na
karcie Reszty (rys3.). Jezeli nie masz pewnosci co do interpretacji graficznej zastosuj test
normalnosci Shapiro-Wilka, dostgpny w module Statystki podstawowe i tabele.

b) Nastepne zalozenie méwi o braku autokorelacji reszt. Autoregulacja reszt jest
zjawiskiem niepozadanym i dotyczy najcze¢sciej szeregdw czasowych lub przestrzennych i
jest definiowana jako korelacja pomigdzy elementami tego samego ciagu obserwaciji,
uporzadkowanymi czasowo lub przestrzennie. Do weryfikacji tego zalozenia stuzy test
Durbina-Watsona (DW), ktéry jest dostgpny na karcie Zaawansowane w oknie Analiza
reszt (rys.4). Otrzymujemy warto$¢ testu d i estymator wspdlczynnika autokorelacji
(d=2(1-Seryjna Kor.)). Warto$¢ statystki d nalezy do przedzialu <0,4>, Wartos¢ d bliska 0
wskazuje na autokorelacje dodatnia, a bliska 4 na autokorelacje ujemna. Warto$¢ d bliska 2
na brak autokorelacji.

c) stalo§¢ wariancji reszt (homoscedastyczno$¢) mozna sprawdzi¢ za pomoca wykresu
rozrzutu reszt. Wykres rozrzutu reszt wzgledem warto$ci przewidywanych lub rozrzutu
warto$ci przewidywanych wzgledem kwadratéw reszt mozna znalez¢ na zakladce Wykresy
rozrzutu w oknie Analiza reszt (rys 5). Reszty powinny by¢ réwnomiernie rozproszone,
nie wykazywac réznic w rozproszeniu wynikéw dla ré6znych wartosci przewidywanych. W
przypadku stwierdzenia niespelnienia tego zalozenia mozna dokona¢ takiej transformacji
modelu, by otrzyma¢ model hemoscedastyczny lub zastosowa¢ wazona metodg
najmniejszych kwadratéw
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B Residual Analysis: Zadanie 3.sta

Dependent: WAEA Multiple R : -8831c8135 F = 15.553Z5
REI: -77958c05 df = 2.5
Ho. of cases: 1Z gdjusted RI: .7310540% v = 001055
Stendard error of estimate: 4.&85334453¢
Intercept: £.553048251 Std.Error: 10.394483 tf 3) = 59873

Quick  Advanced l Flesiduals] F'redicted] Scatterplots | Probability plntsl Dutliers] Save ]

Surnmary: Fesiduals & predicted | Cancel

Dezcrptive statistics E COptionz -

hd aximum number af raws

[cazes] in a single results li
Spreadzheet or Graph: 100000 @

il Fegression summary |

B Dutinason aais>

Rys 4 Karta Zaawansowane w oknie Analiza reszt

B Residual Analysis: Zadanie 3.sta

Dependent: WAGEL Multiple R : .8B831c819 F = 15.853Z5
RZ: . 779598605 df = -
Wo. of ceses: 1:Z zdjusted RIZ: .7310340¢& p = .001033
Stendard error of estimate: 4. £553384433¢
Intercept: £.553048251 Std.Error: 10.34433 ¢/ 3) = .53873

Duick] Advanced Hesiduals] F'reu:li Prabability plu:uts] Dutliers] Save ]

Predicted vs. rezsiduals Dbzersed vs. zguared residuals

Predicted vs. sguared residuals FResidualz vz, deleted residuals

Predicted vs. obzerved Bivariate cormelation

Obzerved vs. residuals Fartial residual plot

Rys 5. Karta Wykresy rozrzutu w oknie Analiza reszt

Obserwacje nietypowe w analizie regresji

W pakiecie STATISTICA istnieje wiele narzedzi (statystyk i wykresow) do wykrywania
odstajacych punktéw. Przede wszystkim wykorzystamy w tym celu analiz¢ reszty modelu.
W oknie  Analiza reszt na karcie Zaawansowane po nacisnigciu przycisku
Podsumowanie: reszty i przewidywane otwiera si¢ okno oferujace rézne narzedzia, za
pomocg ktérych bedziemy szuka¢ przypadkow o szczegdlnie duzych resztach (Rys6).
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Dependent: WIROST Multiple R : g5883 F = . TiZi3
Az 1333221 df = 1,14
Ho. of cases: 1@ gdjustced RIZ: 51c0554 p = .000300
Standerd error of estimate: 1Z2.T724501225
Intercept: 387.7234881€68 Std.Errcr: 12.01024 ¢ 14) = 7.3041
Ui ance esiduals | Predicte catterplots | Probability plots | Outliers ave
Quick  Ad d | Residuals | Predicted | Scatterplots | Probability plats | Ot 5
| Cancel
Dezcriptive ztatistics | E‘ Options +
Fegression surmmar | .
i 4 5 b aRirnurn number of rovwes
. - [cazes] in a single resultz
il Durbinywfatzon statistic | Spreadsheet or Graph: 100000 El
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Observed | Predicted | Residual | Standard | Standard | Std Err. | Mahalanchis | Deleted | Cook's
Value Value Pred v. | Residual | Pred Val Distance Residual | Distance

NhAEPDD =

=

Rys. 6 Analiza wartosci przewidywanych i reszt

Wartos$ci obserwowanej zmiennej zaleznej

Wartosci przewidywane wyliczone z réwnania regresji

Wartosci reszt

Standaryzowana warto$¢ przewidywana

Standaryzowana warto$¢ resztowa (warto$¢ resztowa podzielona przez pierwiastek
kwadratowy z §redniego kwadratu reszt)

Btedy standardowe niestandaryzowanej warto$ci przewidywanej

Odleglos¢ Mahalanobisa. Jest to wuogélnienie odlegtosci euklidesowe;j
uwzgledniajace skorelowanie zmiennych. Jezeli bowiem zmienne niezalezne nie sa
powiazane, to odlegtos¢ Mahalanobisa jest réwna odleglosci euklidesowej. Miara ta
pozwala ustali¢, czy dang obserwacje mozna zaliczy¢ do odstajacych. Dzieki niej
mozemy "wylapa¢" obserwacje potencjalnie grozne ze wzgledu na bardzo duza
odlegto$¢ od pozostatych. Nie zawsze mozemy to stwierdzi¢, przegladajac wartosci
reszt lub reszt standaryzowanych, gdyz obserwacje takie silnie "przyciagaja" linig¢
regresji 1 przez to moga mie¢ male reszty.

Usuniete wartosci resztowe. Jest to reszta dla danej obserwacji, obliczana tak, jakby
ten przypadek nie byl wlaczony do analizy regresji (tzn. réwnanie regresji jest
wyliczone na podstawie danych z préby z wyjatkiem tej obserwacji). Jesli reszta
usuni¢ta rézni si¢ znacznie od reszty standaryzowanej, oznacza to, ze dany przypadek
jest przypadkiem odstajacym, poniewaz jego usunigcie istotnie zmienito réwnanie
regresji.

Odleglosé Cooka. Jest to miara stopnia zmiany wspotczynnikow regresji, gdyby dany
przypadek pomina¢ w obliczeniach wspétczynnikow. O ile odlegtosci Mahalanobisa
mierza odlegtos¢ przypadku od s$rodka cigzko$ci wyznaczonego przez zmienne
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niezalezne, a reszty standaryzowane - od linii regresji, o tyle odlegtosci Cooka tacza te
dwie odlegtosci i przez to sa taczna miara wpltywu poszczegdlnych obserwacji na linig

regresji.

Graficznie wartosci reszt i statystki mozna przedstawi¢ na Wykresie reszt wg
przypadkéw z okna Analiza reszt (Rys. 7) i na wykresie rozrzutu reszt wzgledem
reszt usunigtych wybierajac ten wykres na karcie Wykresy rozrzutu (rys. 5).

Dependent: WZRCST

Ho. of cases: 1@

Multiple R :

gdjusted RI:
Standard error of estimate:
Std.Error:

o

[ ST S

ooy -

See5B889 F = 22.72323
1883221 df = 1,14
31&0554 p = .000300
TE4501ZE5

010z4 ¢ 14) = T7.3041

L]
il

Histogram of reziduals

[

Hiztagram of obzerved |

Casewize plot of residuals [

¢ Raw residuals
(" Standard reziduals
Reziduals vz, independent war. | ™ Mahalanobis distarices

Duick] Advanced Residuals ]F'redicted] Scatterplats | Probability plutsl Dutliers] Save ]

Type of residual

" Deleted reziduals

" Cook's distances

Cancel

_ Crcd |
E Options -

Rys 7. Wykres reszt wedlug przypadkéw

Zadanie 6

Przeprowadz analizg reszt i analiz¢ obserwacji nietypowych dla danych z zadania 3 (przed i

Po usunigciu obserwacji nietypowych)

Zadanie 7

W pewnym eksperymencie farmakologicznym analizowano oddzialtywanie pewnego
preparatu na zmiang $redniej objetosci krwinki czerwonej (MCV). Przeprowadz analizg
obserwacji odstajacych na podstawie analizy reszt.
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